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Chapter 1

Introduction




Wasserstein distance
a distance d(q, B)

between distributions
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entre mesures continues 1D

entre mesures discretes nD

entre mesures discretes et continues
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A distance homogenous to space distance

d (o, uz) = d(tg, py)+50
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Allowing to compare a parmetrized model to a
set of specimen
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More robust than log likelihood

ly

—-_—

O Samples

Source : Sliced Wasserstein Distance for Learning Se—
Gaussian Mixture Models 1h

Negative Log-Likelihood 2-Wasserstein Means
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Allowing to identify trajectories from a mesure to another with
plausible intermediate steps

inf, >; 4;d(a, @)

barycentres
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Allowing to identify trajectories from a mesure to another with
plausible intermediate steps

inf, >.; 4;d(a, @)

barycentres
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Chapter 2

Mathematical
definition
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préalables
lonnelle des mesures

1sixeA

Ex: le Dirac 6, (4) = -

ntrclductlon au transport optimal

b‘erem are the property of Safran. They must not be copied or communicated to.a third party without the prior written authorization of Safran
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préalables
esures

Peut étre dis_cfret a=),;Vi0,

’qtﬁuctlon au transport optimal
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s préalables
esures

ou continue ex: a = 2 ViN(u;, 07)

’qchuctlon au transport optimal
in are the property of Safran. They must not be copied-or communlcated toa third party without the prior written authorization of Safran
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Ex1 translation: T;:x —» x + a

T* transforme o par T: Q. —
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‘préalables
forward T

Ex2 dilatation : T5: x > 2x

Introduction au transport optimal : /
tion therein are the property of Safran. They must not be copied or communicated to.a third party without the prior written authorization of Safran
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sh forward T*

Le pushforward fonctionne également pour un
espace d‘arrivee different de celui de départ
ex:

* T mesure sur R?
* P, et P, projections selon x ety
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‘préalables
hforward T*

Fonctionne -pour n‘importe quel T

's['q\iuction au transport optimal : /
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‘préalables
1 forward T*

Fonctionne pour n‘importe quel T

T# trans -.:pér T:0 — Q)

oducti u transport o ptm al
h e property of Safran. They must not be copied or communicated to-a third party withou h e prior written authorization of Safran SSAFRAN



préalables
n forward T*

Fonctionne pour n‘importe quel T

n de uy en p; peut se falre de fac;on diverse par différents T
, p;clmal identifie le T le moins couteux pour transformer pg en puy

ntroﬂuctlon au transport optimal

ke:e are the property of Safran. They must not be copied-or communicated to-a third party withou tth e prior written authorization of Safran S SAFRAN



How many ways to push
Wo to THug ?

E

£
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In the discrete case, there exist n! ways to

transport two balanced measures of n points :
number of permutations

What is the optimal transport.?
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ns préalables
C ~'!_ "de transport

'llJ(x —v), Y strlctement convexe

ntrod ction au transport optimal /
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Total cost of the mass transfer — sum of costs of displacements

Tra nsport COSt for T |S ¥ | of elementary masses.

inf | c(x, T(x))duy(x)
THuy=p
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Total cost of the mass transfer — sum of costs of displacements

O pti m a I tran S po rt i S : of elementary masses.
inf | c(x, T(x))duy(x)

Tapg=p,
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| préalables
L de transport

: '{':.j'.’_fj?il_c’lf(ﬁ;ﬁ) Y c;(ﬁ, @)
o f)-g'c_a_»,-;:_li:g;';ofz(a, B) =0
S5 Ad(a:,,B)/é 0iif a =p p.p.
: d(a,ﬁ) <d(a,y) +d¥,B)

m‘re the property of Safran. They must not be copied or commun cated toa third party without the prior written authorization of Safran S SAFRAN



€O pute Wasserstein
distance ?

Going from transport T to
coupling & transforms the Monge
problem into Kantorovitch
problem, much easier to solve

min T::C:
;20 2 A

2 =0

AZimi=8;

_________________________

‘e
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>3
entre mesures discretes nD entre mesures discretes et continues
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A bit of history

0 itch Problem + Entropm Penalty

/

Monge Proble

r program Srnkhom algorlthm
¥ \  Sliced Wasserstein
~ Newton algorithm -_.*__.;;f’Unbalangépl oT
. Semi-discrete OT
o 7
A 100 000 000 points

N! solutions

Auction a

(

AN Late 20t century -

b T i wt Ny /
d ct|on au transport optimal /
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Chapter 3

Current usage of optimal
transport
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‘préalables
esures
a est une _ ’
o(4) 20385

a(A U B) 2 a'(A) + a(B) pourANB =@
| a(®) = 1 ;,/

rward de a parT |e ﬁ T#

0, 54) = e 1<A>)

'ctlon au transport optimal //
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Current usage of optimal transport
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Current usage of optimal transport

Geometric barycenters

S SAFRAN



C2 - Confidential

Current usage of optimal transport

ﬁningm

Generate a
sheep drawing

Neural network 1

Discriminate if
it's a true or a
false sheep
drawing
(relative to
samples)

Neural network 2

M

GAN : generative
Adversarial Network
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Current usage of optimal transport

Iscriminate 4
a Wasserstein
distance between
generated and
provided samples

Generate a
sheep drawing

Neural network 1

given sample

Neural network 2
\ / GAN : generative
Adversarial Network
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Chapter 3

work directions for
signal processing
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Le probleme de Monge

= Reasearch opportunities for optimal transport in signal processing

Measure the distance between spectrograms d (-uO' -UZ) ~ d (:uOi :ul) +50
0.07 1
Build barycenters of spectrograms oos| |0
0.05 A ll’ll ‘le
Build clusters of spectrograms (kmeans) 0.04
0.03 ~
|dentify when there is a rupture in spectrograms 0.02 1
0.01 4
« 0/,
0.00 A / —
(I) 2I0 4I0 6I0 BID lCIIO 12IO l‘IIO
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Le probleme de Monge

= Reasearch opportunities for optimal transport in signal processing + + .
° a]_
Measure the distance between spectrograms

o Q
Build barycenters of spectrograms > *e
o Q| oQ
Build clusters of spectrograms (kmeans) xR ™ "
¢ QA ¢ Q) &QQ

|dentify when there is a rupture in spectrograms P14 R n H

@ <+ @A w Q| < Q| S* O s

X X X x E
+ H|| = B | 2 0 »,°* 0O ||[* O
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Le probleme de Monge

= Reasearch opportunities for optimal transport in signal processing

Measure the distance between spectrograms 2
2

i, (x[a..b]) = Z |t = X[a-b]

n=a-+1

Build barycenters of spectrograms

Build clusters of spectrograms (kmeans)

Identify when there is a rupture in spectrograms Rupture detection using ba rycenters
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Vers plus d’efficacité numérique

La librairie Python Optimal Transport (POT) permet de calculer des transport optimaux et présente
différentes applications pour des mesures discretes (ou continues discrétisées)

# / Examples gallery View page source

Wasserstein barycenters
Examples gallery

Thisis a gallery of all the POT example files.

POT: Python Optimal Transport
lllustration of 2D

optimal transport ALK

between
distributions that Convolutional 2D free support Gaussian Bures- 1D Wasserstein

arejwershivedlsum Wasserstein Wasserstein Wasserstein barycenter demo
Barycenter example barycenters of barycenters
distributions

Quick start guide

+¥¥9Y
OT and regularized OT ooV :

bb AL L +

‘Hﬂ!‘d:

APl and mod

3 Examples gallery

of Diracs. The...

& OT and regularized OT
Optimal Transport Smooth and sparse Regularized OT

& POT backend examples U :
for 1D distributions ~ OT example with generic solver

B Wasserstein barycenters

Convolutional Wasserstein Barycenter
example

2D free support Wasserstein . " i
barycenters of distributions T UARIASFAWAY SO — i i
E / Y NN | .

Gaussian Bures-Wasserstein & D C) A

( ) : o ' P
barycenters J INIR L | : L. ; i
1D Wasserstein barycenter demo = ~ AS[AN}A ‘ 6 ‘ «r - ’.J,M’l\w"‘

Debiased Sinkhorn barycenter demo OTdistancesin 1D OT distanceonthe  Optimal Transport Optimal Transport

Generalized Wasserstein Barycenter Circle solvers comparison ;ﬁ::&“ﬁ[ﬁ?ﬁs Debiased Sinkhorn Generalized 2D free support 1D Wasserstein
Demo barycenter demo Wasserstein Sinkhorn barycenter: exact
2D free support Sinkhorn barycenters Barycenter Demo barycenters of LP vs entropic

of ditrbutions pr distributions regularization

1D Wasserstein barycenter: exact LP vs
entropic regularization

& Domain adaptation examples

Introduction to
Optimal Transport
with Python
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Takeaway

Reference book

» La distance de Wasserstein permet de

= comparer des mesures entre elles, avec une
distance homogene a la métrique de l'espace

= calculer des barycentres

= Son calcul
= est facile pour les mesures 1D
= est complexe dans la plupart des cas

= s'approxime efficacement grace a l'algorithme
de Sinkhorn

= La librairie POT calcule efficacement le
T 5T e s transport, les distances et barycentres

https://arxiv.org/pdf/1803.00567.pdf
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Comprendre la
construction de la
distance de Wasserstein :
le probleme de Monge
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Le probleme de Monge

= Sur des mesures discretes de taille
identique: le probleme de Monge (1781)

Le cout de transport

» Sur des mesures discretes de taille
identique: le probleme de Monge (1781)

Le cout de transport

M(a,B) = infy [j c(x,T(x))da(x): T*a = ﬁ} M(a,p) = infr f c(xT())da(x):T'a = B
ﬂ ﬂ
se reformule se reformule

M(@ B) = minges = ¥:6(%, Vo) _ 1
v M(a,B) = mingey — X; (X1, Yo(i)) -

L : ensemble des bijections de [1,n] sur [1,n]
Y : ensemble des bijections de [1,n] sur [1,n]

En effet,

VTs.t. T*a =, HGE 2 st T(x;) = ys0i)
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Le probleme de Monge

= Sur des mesures discretes de taille
identique: le probleme de Monge

1
M@ ) = minges ¥ ) ¢ Vo)

(- < J '

.\». Limites :
.\ - Autant de points au départ qu'a l'arrivée
o - Un point ne peut étre attribué qu’a un seul autre

Probleme : card(Z)=n!

70! = 1079 > nb de particules dans I'univers

dans la pratique, se résoud jusqu’a n=1000

§ SAFRAN
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Le probleme de Monge

= Sur le cas général :

M(a,B) = infr jc(x, T(x))da(x):T*a = B

Q

= Sur le cas général :

M(a, B) = infy {f c(x, T(x))da(x) :T*a = B}

Q

Comment déplacer des tas de sable a moindre codt ?

48 DST / Séminaire MATD / Introduction au transport optimal
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Le probleme de Monge

= Comment trouver le transport optimal T ?

Théoréeme de Brenier (1991) :

Pour une fonction colt |x — y|P,p > 1,

3! transport optimal T, et ce transport est le gradient d'une fonction convexe

— en 1D, il est monotone : (T (xz) — T(x;))(x; —x,) = 0

et peut étre reconstruit a partir de la fonction quantile T — QB © CC(
Pour p =1
My(@ ) = | 16aG0) = GpCo)ldx
R
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Le probleme de Monge

= Comment trouver le transport optimal T ?

Théoréeme de Brenier (1991) :

Pour une fonction codt [x — y|P,p > 1,

3! transport optimal T, et ce transport est le gradient d'une fonction convexe

— pour une |oi normale, le cout de transport optimal a une solution explicite avec p=2

M,(a,B) = \/(ma — mﬁ)z + (0 — aﬁ)z a

En dimension n, la solution reste explicite,
mais cette formule ne couvre pas les mélanges.

§ SAFRAN
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Vers une généralisation et
un calcul plus efficace du
transport:
la relaxation de
Kantorovitch
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La relaxation de Kantorovitch

[

La métrique proposée par Monge permet de comparer des distributions
= Aussi bien discretes que continues
= En tenant compte de la métrique de l'espace
= Calcul facile en 1D discret et pour des lois normales

L ® o
Mais elle a ses limites :
= Calcul trop couteux dans le cas général . o ..
, L .. °
= L'application T nexiste pas dans tous les cas ®

= Le probleme n'est pas symétrique

Il ne s'agit pas d'une distance

Ex: On ne peux transformer
un dirac quen un dirac par T*

S SAFRAN
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La relaxation de Kantorovitch

[

Au lieu de regarder comment transformer a en g, on regarde tous les couplages m(x, y)
possibles qui permettent de retrouver a et 8

J
& /J ............ ’ \ "
Le transport T peut etre représente
comme un couplage sur Q x Q
Toptimal

S SAFRAN
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La relaxation de Kantorovitch

[

Au lieu de regarder comment transformer a en g, on regarde tous les couplages m(x, y)
possibles qui permettent de retrouver a et 8

,B Pfﬂ
On peut également lui associer une
mesure 1" sur Q% dont les marginales
_________ y sont respectivement a et 8
\
\ ml = Pfnr =«
T[*optimal n#2 = Pt = B
“. y

§ SAFRAN
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La relaxation de Kantorovitch

[

Au lieu de regarder comment transformer a en g, on regarde tous les couplages m(x, y)

possibles qui permettent de retrouver a et 8

optimal

Vision probabiliste

X et Y deux variables aléatoires
a estlaloide X

B estlaloideY
m est la loi de (X,Y)

Connaitre les lois de X et de Y ne suffit
pas pour connaitre celle de (X,Y)

— 1 n'est pas nécessairement unique

S SAFRAN
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La relaxation de Kantorovitch

[

Au lieu de regarder comment transformer a en g, on regarde tous les couplages m(x, y)

possibles qui permettent de retrouver a et 8

&=

_________________________

S

N'importe quel T peut étre
représenté par un plan

= (d, T)*«a

S SAFRAN
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La relaxation de Kantorovitch

[

Au lieu de regarder comment transformer a en g, on regarde tous les couplages m(x, y)
possibles qui permettent de retrouver a et 8

B N'importe quel T peut étre
\ représenté par un plan

\ = (d, T)*«a

Le colt d'un coupling est la
/ projection de c(x,y) surm

f c(x,y)dn(x,y)
- [

S SAFRAN
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La relaxation de Kantorovitch

Au lieu de regarder comment transformer a en g, on regarde tous les couplages m(x, y)
possibles qui permettent de retrouver a et 8

\|

=

N'importe quel T peut étre
représenté par un plan

= (d, T)*«a

Or,J cdm” =J c(x, T(x)da
Q2 Q

Ce colit est consistant avec le précédent

§ SAFRAN
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La relaxation de Kantorovitch

[

Différents plans de transports renvoient vers les mémes marginales

EVAN

EVAN

EAN

N

=
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La relaxation de Kantorovitch

[

La relaxation de Kantorovitch permet de poser un probléme de transport plus général :

inf f c(x,y)dm(x,y)

TL'ijZO

mhl=q
7t#2=/:?

S SAFRAN
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La relaxation de Kantorovitch

[

La relaxation de Kantorovitch permet de poser un probléme de transport plus général :

inf fc(x,y)dn(x,y) < - ﬁiEfT# jc(x,T(x))da(x)

TL'ijZO

nhl=q
7T#2=ﬁ
Comme l'ensemble des transports T ont un pendant *

S SAFRAN



La relaxation de Kantorovitch

[

La relaxation de Kantorovitch permet de poser un probléme de transport plus général :

inf fc(x,y)dn(x, y) = - ﬁiEfT#ajc(x,T(x))da(x)

TL'ijZO
ntl=q
n#2=p En réalité, les deux problemes sont égaux
(Théoréeme Birkoff Von Newman 1955)
Or, pour des mesures discretes, le probleme sur m est un min E .
L r L . \ /7 l l
programme linéaire, beaucoup plus simple a résoudre m;j20 L 7Y
l
2= J
— se calcule facilement pour n=10¢5 points 2 Tij=Pj

S SAFRAN
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La relaxation de Kantorovitch

[

Cas particulierou @ = R%etc(x,y) = |[x—y|P.p>1

Le probleme de Monge admet une solution unique Ty, elle est gradient d'une fonction convexe

#
Le probleme de Kantorovitch admet une solution unique, elle sera m,,; = (Id, Topt) a

Théoreme de Brenier-Kantorovitch

— résoudre le probleme de Kantorovitch (plus large J’\

mais plus simple a résoudre) résout le probleme de —
Monge pour identifier T ., \

T[*\

optimal %

S SAFRAN
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La relaxation de Kantorovitch

Cas particulierou @ = R%etc(x,y) = |[x—y|P.p>1

Wp(“:ﬁ) —

comme la solution d'un probléeme de transport

| 7-[#2=[g

La distance de Wasserstein est définie

inf j d(x,y)Pdn
0

7Tij2

ntl=q

1/p

définit une distance sur I'espace des mesures

N

optimal %

S SAFRAN



Et qui permet de comparer un jeu d'expérience
a un modele

distributions
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Vers plus d’efficacité
numeérique :
Régularisation et
relaxation
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Vers plus d’efficacité numérique

La régularisation entropique permet de relacher la contrainte de positivité

min z m;;Cij — AH(m) H : entropie

=6 strictement concave
Zjni]:oci = —oo pour m;;< 0
2 Tij=Pj

S SAFRAN
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Vers plus d’efficacité numérique

La régularisation entropique permet de relacher la contrainte de positivité

min z m;;Cij — AH(m) H : entropie

=06 strictement concave
Zjni]:ai = —oo pour ;i< 0
2 Tij=Pj

Le probléme dual mene a l'algorithme de Sinkhorn qui identifie efficacement n;.,

Treg = Diag(u) X K X Diag(v)

« scaling » algorithm

ef. a def. b
U(E—H} d=f V(£+1} lef

avec —, =" ———— . ! A .
Kv(£) KTult+1) — efficace jusqu’a 10°6 points

+ Initialisation aléatoire, K calculé une fois a partir de C;;

S SAFRAN
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Vers plus d’efficacité numérique

La régularisation entropique permet de relacher la contrainte de positivité

min z m;;Cij — AH(m) H : entropie

=06 strictement concave
Zjni]:ai = —oo pour ;i< 0
2 Tij=Pj

Augmenter la régularisation rend la solution moins parcimonieuse et plus homogéne

NN N

N\ o -

A-0 A7 A — +oo
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Vers plus d’efficacité numérique

Relaxation de I'égalité entre le couplage m et les marginales a et 8

Scaling algorithms for unbalanced optimal transport problems, Chizat et al, 2017

mlil Znijcij —AH(T[)

z T[ijCij — AH(T[) + E[KL(Tl'#l/CZ) + KL(TL'#Z/IB)]

se résout par projections successives comme le Sinkhorn
rend l'algorithme plus robuste vis-a-vis de : bruits, outliers, déséquilibres dans la distribution

S SAFRAN



C2 - Confidential

Vers plus d’efficacité numérique

Relaxation de I'égalité entre le couplage m et les marginales a et 8

S
: P
. min As WP(a, by) .
®e aEEn 1 o
o Q 5= o Q
o2 (3 3: o0
- 'f\ -~
o'W | o oOQ | O Q
2 *2 " )4 ” "2
o . S -
O W ¢ g Q'Q S Q| ¢ Q| & Q
-4 X % ;- X % 2 "
 H | & 9 &9 SO + 0| Q| Q| &0
X b4 v v n X X % x n
+ H 4+ H - U 0| .0 + H| 2 B2 0.0 .0
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Vers plus d’efficacité numérique

La librairie Python Optimal Transport (POT) permet de calculer des transport optimaux et présente
différentes applications pour des mesures discretes (ou continues discrétisées)

# / Examples gallery View page source

Wasserstein barycenters
Examples gallery

Thisis a gallery of all the POT example files.

POT: Python Optimal Transport
lllustration of 2D

optimal transport ALK

between
distributions that Convolutional 2D free support Gaussian Bures- 1D Wasserstein

arejwershivedlsum Wasserstein Wasserstein Wasserstein barycenter demo
Barycenter example barycenters of barycenters
distributions

Quick start guide

+¥¥9Y
OT and regularized OT ooV :

bb AL L +

‘Hﬂ!‘d:

APl and mod

3 Examples gallery

of Diracs. The...

& OT and regularized OT
Optimal Transport Smooth and sparse Regularized OT

& POT backend examples U :
for 1D distributions ~ OT example with generic solver

B Wasserstein barycenters

Convolutional Wasserstein Barycenter
example

2D free support Wasserstein . " i
barycenters of distributions T UARIASFAWAY SO — i i
E / Y NN | .

Gaussian Bures-Wasserstein & D C) A

( ) : o ' P
barycenters J INIR L | : L. ; i
1D Wasserstein barycenter demo = ~ AS[AN}A ‘ 6 ‘ «r - ’.J,M’l\w"‘

Debiased Sinkhorn barycenter demo OTdistancesin 1D OT distanceonthe  Optimal Transport Optimal Transport

Generalized Wasserstein Barycenter Circle solvers comparison ;ﬁ::&“ﬁ[ﬁ?ﬁs Debiased Sinkhorn Generalized 2D free support 1D Wasserstein
Demo barycenter demo Wasserstein Sinkhorn barycenter: exact
2D free support Sinkhorn barycenters Barycenter Demo barycenters of LP vs entropic

of ditrbutions pr distributions regularization

1D Wasserstein barycenter: exact LP vs
entropic regularization

& Domain adaptation examples

Introduction to
Optimal Transport
with Python
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Takeaway

Reference book

» La distance de Wasserstein permet de

= comparer des mesures entre elles, avec une
distance homogene a la métrique de l'espace

= calculer des barycentres

= Son calcul
= est facile pour les mesures 1D
= est complexe dans la plupart des cas

= s'approxime efficacement grace a l'algorithme
de Sinkhorn

= La librairie POT calcule efficacement le
T 5T e s transport, les distances et barycentres

https://arxiv.org/pdf/1803.00567.pdf

73 | DST / Séminaire MATD / Introduction au transport optimal
This document and the information therein are the property of Safran. They must not be copied or communicated to a third party without the prior written authorization of Safran S SAFRAN



Merci pour votre attention
des questions ?

sources, images, credits : N. Papadakis

G. Peyré
J. Delon

L. Chizat

DST / Séminaire MATD / Introduction au trans port optimal



	Section par défaut
	Slide 1
	Slide 2: Agenda
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35: Current usage of optimal transport
	Slide 36: Current usage of optimal transport
	Slide 37: Current usage of optimal transport
	Slide 38: Current usage of optimal transport
	Slide 39
	Slide 40: Le problème de Monge
	Slide 41: Le problème de Monge
	Slide 42: Le problème de Monge
	Slide 43: Vers plus d’efficacité numérique
	Slide 44: Takeaway
	Slide 45
	Slide 46: Le problème de Monge
	Slide 47: Le problème de Monge
	Slide 48: Le problème de Monge
	Slide 49: Le problème de Monge
	Slide 50: Le problème de Monge
	Slide 51
	Slide 52: La relaxation de Kantorovitch
	Slide 53: La relaxation de Kantorovitch
	Slide 54: La relaxation de Kantorovitch
	Slide 55: La relaxation de Kantorovitch
	Slide 56: La relaxation de Kantorovitch
	Slide 57: La relaxation de Kantorovitch
	Slide 58: La relaxation de Kantorovitch
	Slide 59: La relaxation de Kantorovitch
	Slide 60: La relaxation de Kantorovitch
	Slide 61: La relaxation de Kantorovitch
	Slide 62: La relaxation de Kantorovitch
	Slide 63: La relaxation de Kantorovitch
	Slide 64: La relaxation de Kantorovitch
	Slide 65
	Slide 66
	Slide 67: Vers plus d’efficacité numérique
	Slide 68: Vers plus d’efficacité numérique
	Slide 69: Vers plus d’efficacité numérique
	Slide 70: Vers plus d’efficacité numérique
	Slide 71: Vers plus d’efficacité numérique
	Slide 72: Vers plus d’efficacité numérique
	Slide 73: Takeaway
	Slide 74


