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Wasserstein distance

a distance d(α, )

between distributions
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Quid d(µ0,µ1) ?

entre mesures continues 1D

entre mesures continues nD

entre mesures discrètes nD

entre mesures discrètes et continues
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A distance homogenous to space distance

𝜇0

𝜇1
𝜇2

50

𝑑 𝜇0, 𝜇2 ≈ 𝑑 𝜇0, 𝜇1 +50
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Allowing to compare a parmetrized model to a 

set of specimen

entre mesures continues 1D

𝑑 𝛼𝑛, 𝛽 <
𝐴

𝑛
 ?
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More robust than log likelihood

Source : Sliced Wasserstein Distance for Learning 

Gaussian Mixture Models
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Allowing to identify trajectories from a mesure to another with 

plausible intermediate steps

𝛼0

𝛼1

𝛼2

• inf𝛼 
σ𝑖 𝜆𝑖𝑑(𝛼, 𝛼𝑖)

barycentres
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𝛼0

𝛼1

𝛼2

• inf𝛼 
σ𝑖 𝜆𝑖𝑑(𝛼, 𝛼𝑖)

barycentres

Allowing to identify trajectories from a mesure to another with 

plausible intermediate steps



Mathematical 
definition

Chapter 2
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α mesure 𝐴 ⊂ Ω

Ex: le Dirac 𝛿𝑥 𝐴 =  ቊ
1 𝑠𝑖 𝑥 ∈ 𝐴

0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

Notions préalables
Définition fonctionnelle des mesures

𝑥
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α(A) mesure 𝐴 ⊂ Ω

Peut être discret 𝛼 = σ𝑖 𝜈𝑖𝛿𝑥𝑖

Notions préalables
mesures
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Notions préalables
mesures
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ou continue ex:  𝛼 = σ𝑖 𝜈𝑖𝑁(𝜇𝑖 , 𝜎𝑖)

α(A) mesure 𝐴 ⊂ Ω
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Notions préalables
push forward T# 
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T# transforme α par 𝑇: Ω → Ω

Ex1 translation : 𝑇1: 𝑥 ↦ 𝑥 + 𝑎 

𝑎
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Notions préalables
push forward T# 
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T# transforme α par 𝑇: Ω → Ω

Ex3 rotation : 𝑇2: 𝑥 ↦ 𝐴𝑥, A rotation 
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Notions préalables
push forward T# 
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T# transforme α par 𝑇: Ω → Ω

Ex2 dilatation : 𝑇3: 𝑥 ↦ 2𝑥 
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Notions préalables
push forward T# 
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T# transforme α par 𝑇: Ω → Ω

Ex4 symétrie : 𝑇4: 𝑥 ↦ 𝑆𝑦𝑚Δ (𝑥)

Δ
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Notions préalables
push forward T# 
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Le pushforward fonctionne également  pour un 

espace d’arrivée différent de celui de départ

ex: 

• 𝜋 mesure sur 𝑅2

• 𝑃𝑥 et 𝑃𝑦 projections selon x et y 𝑃𝑥
#𝜋

𝑃𝑦
#𝜋

x

y

𝜋
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Notions préalables
push forward T# 
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T# transforme α par 𝑇: Ω → Ω

Fonctionne pour n’importe quel T

∀𝐴 ⊂ Ω, 𝜇1 𝐴 = 𝜇0(𝑇−1 𝐴 ) 

T
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Notions préalables
push forward T# 
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T# transforme α par 𝑇: Ω → Ω

Fonctionne pour n’importe quel T

∀𝐴 ⊂ Ω, 𝜇1 𝐴 = 𝜇0(𝑇−1 𝐴 ) 

T

Can you guess a way to push 𝜇0 to 𝜇1 ?

Is this solution unique ?
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Notions préalables
push forward T# 
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T# transforme α par 𝑇: Ω → Ω

Fonctionne pour n’importe quel T

La transformation de 𝜇0 en 𝜇1 peut se faire de façon diverse par différents T

Le transport optimal identifie le T le moins couteux pour transformer 𝜇0 en 𝜇1

∀𝐴 ⊂ Ω, 𝜇1 𝐴 = 𝜇0(𝑇−1 𝐴 ) 

T1

T2

T3
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Notions préalables
push forward T# 
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How many ways to push

𝜇0 𝑡𝑜 𝑇#𝜇0 ?
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Notions préalables
push forward T# 
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In the discrete case, there exist n! ways to 

transport two balanced measures of n points : 

number of permutations

What is the optimal transport ?
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Transport cost
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Notions préalables
Coût de transport
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𝑐(𝑥, 𝑦) cost for transporting one unit from x to y

Ex de fonctions coût :
• 𝑐 𝑥, 𝑦 = 𝑥 − 𝑦 𝑝

• 𝑐 𝑥, 𝑦 = 𝜓 𝑥 − 𝑦 , 𝜓 strictement convexe
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Notions préalables
Coût de transport
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Transport cost for T is :
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Notions préalables
Coût de transport
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Optimal transport is :
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Notions préalables
Coût de transport
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With c(x,y) = ||x-y||p , p>1, Optimal Transport cost is known 

as Wasserstein Distance

It is a distance between measures which takes into account the 

support ot the measures

• Symétrique   𝑑 𝛼, 𝛽 = 𝑑 𝛽, 𝛼

• Définie positive   𝑑 𝛼, 𝛽 ≥ 0

     𝑑 𝛼, 𝛽 = 0 𝑖𝑖𝑓 𝛼 = 𝛽 𝑝. 𝑝.

• Inégalité triangulaire  𝑑 𝛼, 𝛽 ≤ 𝑑 𝛼, 𝛾 + 𝑑 𝛾, 𝛽
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How can we compute Wasserstein 
distance ?
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Going from transport T to 

coupling  transforms the Monge 

problem into Kantorovitch 

problem, much easier to solve

Π

𝛼

𝛽

min
𝜋𝑖𝑗≥0 

σ𝑗 𝜋𝑖𝑗=α𝑖

σ𝑖 𝜋𝑖𝑗=𝛽𝑗

෍ 𝜋𝑖𝑗𝐶𝑖𝑗 

T
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The distance is the lowest cost for pushing 𝜇0 to 𝜇1

entre mesures continues 1D

entre mesures continues nD

entre mesures discrètes nD entre mesures discrètes et continues
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A bit of history

Monge Problem

N! solutions

Auction algorithm

1 000 points

Kantorovitch Problem

Linear program

Newton algorithm

100 000 points

+ Entropic Penalty

Sinkhorn algorithm

Sliced Wasserstein

Unbalanced OT

Semi-discrete OT

100 000 000 points

19th century 1950s Late 20th century -

now



Current usage of optimal 
transport

Chapter 3
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Notions préalables
mesures
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α est une mesure sur Ω

• Positive   𝛼 𝐴 ≥ 0

• Additive   𝛼 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝛼 𝐴 + 𝛼 𝐵  pour 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅

• Si α est une probabilité 𝛼 Ω = 1

𝛽 est le PushForward de 𝛼 par T ie 𝛽 = 𝑇#𝛼 

• ∀𝐴 ⊂ Ω, 𝛽 𝐴 = 𝛼(𝑇−1 𝐴 ) 
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Current usage of optimal transport
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Current usage of optimal transport

Geometric barycenters
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Current usage of optimal transport

GAN : generative 

Adversarial Network

Generate a 

sheep drawing

Discriminate if 

it’s a true or a 

false sheep 

drawing 

(relative to 

samples)

Training process

Neural network 1

Neural network 2
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Current usage of optimal transport

GAN : generative 

Adversarial Network

Generate a 

sheep drawing

Discriminate if 

it’s a true or a 

false sheep 

drawing 

(relative to 

given samples)

Training process

Neural network 1

Neural network 2

Wasserstein 

distance between 

generated and 

provided samples



work directions for 
signal processing

Chapter 3
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▪ Reasearch opportunities for optimal transport in signal processing

Measure the distance between spectrograms

Build barycenters of spectrograms

Build clusters of spectrograms (kmeans)  

Identify when there is a rupture in spectrograms

Le problème de Monge

𝜇0

𝜇1
𝜇2

50

𝑑 𝜇0, 𝜇2 ≈ 𝑑 𝜇0, 𝜇1 +50
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▪ Reasearch opportunities for optimal transport in signal processing

Measure the distance between spectrograms

Build barycenters of spectrograms

Build clusters of spectrograms (kmeans)  

Identify when there is a rupture in spectrograms

Le problème de Monge

𝛼0

𝛼1

𝛼2
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▪ Reasearch opportunities for optimal transport in signal processing

Measure the distance between spectrograms

Build barycenters of spectrograms

Build clusters of spectrograms (kmeans)  

Identify when there is a rupture in spectrograms

Le problème de Monge

Rupture detection using barycenters
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La librairie Python Optimal Transport (POT) permet de calculer des transport optimaux et présente 

différentes applications pour des mesures discrètes (ou continues discrétisées)

Vers plus d’efficacité numérique
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▪ La distance de Wasserstein permet de 

▪ comparer des mesures entre elles, avec une 
distance homogène à la métrique de l’espace

▪ calculer des barycentres

▪ Son calcul 

▪ est facile pour les mesures 1D

▪ est complexe dans la plupart des cas

▪ s‘approxime efficacement grâce à l’algorithme 
de Sinkhorn

▪ La librairie POT calcule efficacement le 
transport, les distances et barycentres

Takeaway



Comprendre la 
construction de la 
distance de Wasserstein : 
le problème de Monge

Chapter 3
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▪ Sur des mesures discrètes de taille 
identique: le problème de Monge (1781)

Le cout de transport

𝑴 𝜶, 𝜷 = 𝒊𝒏𝒇𝑻 න

𝛀

𝒄 𝒙, 𝑻 𝒙 𝒅𝜶 𝒙 : 𝑻#𝜶 =  𝜷

se reformule 

𝑴 𝜶, 𝜷 = 𝒎𝒊𝒏𝝈∈𝚺
𝟏

𝑵
 σ𝒊 𝒄(𝒙𝒊, 𝒚𝝈(𝒊)) .

Σ : ensemble des bijections de [1,n] sur [1,n]

Le problème de Monge

En effet, 

 ∀ 𝑇 𝑠. 𝑡.  𝑇#𝛼 = 𝛽, ∃𝜎 ∈ Σ 𝑠𝑡 𝑇 𝑥𝑖 = 𝑦𝜎(𝑖)
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▪ Sur des mesures discrètes de taille 
identique: le problème de Monge

𝑴 𝜶, 𝜷 = 𝒎𝒊𝒏𝝈∈𝚺

𝟏

𝑵
 ෍

𝒊

𝒄(𝒙𝒊, 𝒚𝝈(𝒊))

Limites :

  - Autant de points au départ qu’à l’arrivée

  - Un point ne peut être attribué qu’à un seul autre

Le problème de Monge

𝜎

𝛽
= 𝛿𝑦𝑖

Problème : 𝑐𝑎𝑟𝑑(Σ)=n!

70! = 10100 > nb de particules dans l’univers

dans la pratique, se résoud jusqu’à n=1000
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▪ Sur le cas général : 

𝑴 𝜶, 𝜷 = 𝒊𝒏𝒇𝑻 න

𝛀

𝒄 𝒙, 𝑻 𝒙 𝒅𝜶 𝒙 : 𝑻#𝜶 =  𝜷

Le problème de Monge

Comment déplacer des tas de sable à moindre coût ?
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▪ Comment trouver le transport optimal T ?

Théorème de Brenier (1991) : 

Pour une fonction coût |𝑥 − 𝑦|𝑝, 𝑝 > 1, 

∃! transport optimal T, et ce transport est le gradient d’une fonction convexe

→ en 1D, il est monotone : 𝑇 𝑥2 − 𝑇 𝑥1 𝑥2 − 𝑥1 ≥ 0

et peut être reconstruit à partir de la fonction quantile

Le problème de Monge

Pour p =1 

𝑀1 𝛼, 𝛽 = න
𝑅

|𝐶𝛼(𝑥) − 𝐶𝛽(𝑥)|𝑑𝑥 

𝑇 = 𝑄𝛽 ∘ 𝐶𝛼

𝛼 𝛽
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▪ Comment trouver le transport optimal T ?

Théorème de Brenier (1991) : 

Pour une fonction coût |𝑥 − 𝑦|𝑝, 𝑝 > 1, 

∃! transport optimal T, et ce transport est le gradient d’une fonction convexe

→ pour une loi normale, le cout de transport optimal a une solution explicite avec p=2

 𝑴2 𝜶, 𝜷 = 𝑚𝛼 − 𝑚𝛽
2

+ 𝜎𝛼 − 𝜎𝛽
2

En dimension n, la solution reste explicite, 

 mais cette formule ne couvre pas les mélanges.

Le problème de Monge



Vers une généralisation et 
un  calcul plus efficace du 
transport : 

la relaxation de 
Kantorovitch

Chapter 3
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La métrique proposée par Monge permet de comparer des distributions

▪ Aussi bien discrètes que continues

▪ En tenant compte de la métrique de l’espace

▪ Calcul facile en 1D discret et pour des lois normales

Mais elle a ses limites :

▪ Calcul trop couteux dans le cas général

▪ L’application T n’existe pas dans tous les cas

▪ Le problème n’est pas symétrique

Il ne s’agit pas d’une distance

  

La relaxation de Kantorovitch

T#

Ex: On ne peux transformer 

un dirac qu’en un dirac par T# 
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Au lieu de regarder comment transformer 𝜶 en 𝜷, on regarde tous les couplages 𝝅(𝒙, 𝒚) 
possibles qui permettent de retrouver 𝜶 et 𝜷 

La relaxation de Kantorovitch

Toptimal

Le transport T peut être représenté 

comme un couplage sur Ω × Ω

𝛼

𝛽
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Au lieu de regarder comment transformer 𝜶 en 𝜷, on regarde tous les couplages 𝝅(𝒙, 𝒚) 
possibles qui permettent de retrouver 𝜶 et 𝜷 

La relaxation de Kantorovitch

π*optimal

On peut également lui associer une 

mesure π* sur Ω2 dont les marginales 

sont respectivement 𝛼 et 𝛽 

𝜋#1 = 𝑃𝑥
#𝜋 = α 

𝜋#2 = 𝑃𝑦
#𝜋 = 𝛽

𝛼

𝛽

x

y

𝑃𝑥
#𝜋

𝑃𝑦
#𝜋
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Au lieu de regarder comment transformer 𝜶 en 𝜷, on regarde tous les couplages 𝝅(𝒙, 𝒚) 
possibles qui permettent de retrouver 𝜶 et 𝜷 

La relaxation de Kantorovitch

π*optimal

Vision probabiliste

𝑋 et 𝑌 deux variables aléatoires

α est la loi de 𝑋 

𝛽 est la loi de 𝑌

𝜋 est la loi de (𝑋, 𝑌)

Connaitre les lois de 𝑋 et de 𝑌 ne suffit 

pas pour connaitre celle de (𝑋, 𝑌)

→ 𝝅 n’est pas nécessairement unique

 

𝛼

𝛽
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Au lieu de regarder comment transformer 𝜶 en 𝜷, on regarde tous les couplages 𝝅(𝒙, 𝒚) 
possibles qui permettent de retrouver 𝜶 et 𝜷 

La relaxation de Kantorovitch

N’importe quel T peut être 

représenté par un plan

πpas optimal

𝜋∗ = 𝐼𝑑, 𝑇 #𝛼
𝛼

𝛽
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Au lieu de regarder comment transformer 𝜶 en 𝜷, on regarde tous les couplages 𝝅(𝒙, 𝒚) 
possibles qui permettent de retrouver 𝜶 et 𝜷 

La relaxation de Kantorovitch

N’importe quel T peut être 

représenté par un plan

𝜋∗ = 𝐼𝑑, 𝑇 #𝛼

Le coût d’un coupling est la 

projection de 𝑐(𝑥, 𝑦) sur 𝜋

න
Ω2

𝑐(𝑥, 𝑦)𝑑𝜋(𝑥, 𝑦)

𝛼

𝛽
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Au lieu de regarder comment transformer 𝜶 en 𝜷, on regarde tous les couplages 𝝅(𝒙, 𝒚) 
possibles qui permettent de retrouver 𝜶 et 𝜷 

La relaxation de Kantorovitch

N’importe quel T peut être 

représenté par un plan

𝜋∗ = 𝐼𝑑, 𝑇 #𝛼

Or, න
Ω2

𝑐𝑑𝜋∗  = න
Ω

𝑐(𝑥, 𝑇(𝑥)𝑑𝛼

 Ce coût est consistant avec le précédent

𝛼

𝛽

𝜋∗

T
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Différents plans de transports renvoient vers les mêmes marginales

La relaxation de Kantorovitch
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La relaxation de Kantorovitch permet de poser un problème de transport plus général :

La relaxation de Kantorovitch

inf

൞

𝜋𝑖𝑗≥0 

𝜋#1=α 
𝜋#2=𝛽 

න 𝑐 𝑥, 𝑦 𝑑𝜋 𝑥, 𝑦
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La relaxation de Kantorovitch permet de poser un problème de transport plus général :

La relaxation de Kantorovitch

inf

൞

𝜋𝑖𝑗≥0 

𝜋#1=α 
𝜋#2=𝛽 

න 𝑐 𝑥, 𝑦 𝑑𝜋 𝑥, 𝑦 ≤ inf
𝑇: 𝛽= 𝑇#α

න 𝑐 𝑥, 𝑇(𝑥) 𝑑𝛼 𝑥

Comme l’ensemble des transports T ont un pendant 𝜋∗ 
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La relaxation de Kantorovitch permet de poser un problème de transport plus général :

La relaxation de Kantorovitch

inf

൞

𝜋𝑖𝑗≥0 

𝜋#1=α 
𝜋#2=𝛽 

න 𝑐 𝑥, 𝑦 𝑑𝜋 𝑥, 𝑦 = inf
𝑇: 𝛽= 𝑇#α

න 𝑐 𝑥, 𝑇(𝑥) 𝑑𝛼 𝑥

En réalité, les deux problèmes sont égaux 

(Théorème Birkoff Von Newman 1955)

Or, pour des mesures discrètes, le problème sur 𝜋 est un 

programme linéaire, beaucoup plus simple à résoudre
min
𝜋𝑖𝑗≥0 

σ𝑗 𝜋𝑖𝑗=α𝑖

σ𝑖 𝜋𝑖𝑗=𝛽𝑗

෍

𝑖𝑗

𝜋𝑖𝑗𝐶𝑖𝑗 

→ se calcule facilement pour n=10e5 points 
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Cas particulier où 𝛀 = 𝑹𝒅 et 𝒄 𝒙, 𝒚 =  |𝒙 − 𝒚|𝒑, 𝒑 > 𝟏

Le problème de Monge admet une solution unique Topt, elle est gradient d’une fonction convexe

Le problème de Kantorovitch admet une solution unique, elle sera 𝜋𝑜𝑝𝑡 = Id, Topt
#

𝛼 

 

La relaxation de Kantorovitch

Théorème de Brenier-Kantorovitch

→ résoudre le problème de Kantorovitch (plus large 

mais plus simple à résoudre) résout le problème de 

Monge pour identifier Toptim
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Cas particulier où 𝛀 = 𝑹𝒅 et 𝒄 𝒙, 𝒚 =  |𝒙 − 𝒚|𝒑, 𝒑 > 𝟏

La relaxation de Kantorovitch

𝑊𝑝 𝛼, 𝛽 = inf

൞

𝜋𝑖𝑗≥0 

𝜋#1=α 
𝜋#2=𝛽 

න 𝑑(𝑥, 𝑦)𝑝𝑑𝜋

1/𝑝

définit une distance sur l’espace des mesures

La distance de Wasserstein est définie 

comme la solution d’un problème de transport
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Et qui permet de comparer un jeu d’expérience 

à un modèle

entre mesures continues 1D



Vers plus d’efficacité 
numérique : 

Régularisation et 
relaxation

Chapter 3
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La régularisation entropique permet de relâcher la contrainte de positivité

Vers plus d’efficacité numérique

min
𝜋𝑖𝑗≥0

σ𝑗 𝜋𝑖𝑗=α𝑖

σ𝑖 𝜋𝑖𝑗=𝛽𝑗

෍ 𝜋𝑖𝑗𝐶𝑖𝑗 − 𝜆𝐻(𝜋) 𝐻 : entropie
• strictement concave

• = −∞ pour 𝜋𝑖𝑗< 0
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La régularisation entropique permet de relâcher la contrainte de positivité

Le problème dual mène à l’algorithme de Sinkhorn qui identifie efficacement 𝝅𝒓𝒆𝒈
∗

Vers plus d’efficacité numérique

min
𝜋𝑖𝑗≥0

σ𝑗 𝜋𝑖𝑗=α𝑖

σ𝑖 𝜋𝑖𝑗=𝛽𝑗

෍ 𝜋𝑖𝑗𝐶𝑖𝑗 − 𝜆𝐻(𝜋)

« scaling » algorithm

→ efficace jusqu’à 10e6 points

𝐻 : entropie
• strictement concave

• = −∞ pour 𝜋𝑖𝑗< 0

𝜋𝑟𝑒𝑔
∗ = Diag u × K × Diag(v)

avec

+ initialisation aléatoire, K calculé une fois à partir de 𝐶𝑖𝑗

,
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La régularisation entropique permet de relâcher la contrainte de positivité

Augmenter la régularisation rend la solution moins parcimonieuse et plus homogène

Vers plus d’efficacité numérique

min
𝜋𝑖𝑗≥0

σ𝑗 𝜋𝑖𝑗=α𝑖

σ𝑖 𝜋𝑖𝑗=𝛽𝑗

෍ 𝜋𝑖𝑗𝐶𝑖𝑗 − 𝜆𝐻(𝜋) 𝐻 : entropie
• strictement concave

• = −∞ pour 𝜋𝑖𝑗< 0

𝜆 → 0 𝜆 → +∞𝜆  
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Relaxation de l’égalité entre le couplage 𝝅 et les marginales 𝜶 et 𝜷

Vers plus d’efficacité numérique

se résout par projections successives comme le Sinkhorn

rend l’algorithme plus robuste vis-à-vis de : bruits, outliers, déséquilibres dans la distribution

min
𝜋𝑖𝑗≥0

σ𝑗 𝜋𝑖𝑗=α𝑖

σ𝑖 𝜋𝑖𝑗=𝛽𝑗

෍ 𝜋𝑖𝑗𝐶𝑖𝑗 − 𝜆𝐻(𝜋)

min
𝜋𝑖𝑗≥0

σ𝑗 𝜋𝑖𝑗=α𝑖

σ𝑖 𝜋𝑖𝑗=𝛽𝑗

෍ 𝜋𝑖𝑗𝐶𝑖𝑗 − 𝜆𝐻(𝜋) + 𝜖 𝐾𝐿 𝜋#1/𝛼 + 𝐾𝐿(𝜋#2/𝛽)

Scaling algorithms for unbalanced optimal transport problems, Chizat et al., 2017
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Relaxation de l’égalité entre le couplage 𝝅 et les marginales 𝜶 et 𝜷

Vers plus d’efficacité numérique
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La librairie Python Optimal Transport (POT) permet de calculer des transport optimaux et présente 

différentes applications pour des mesures discrètes (ou continues discrétisées)

Vers plus d’efficacité numérique
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▪ La distance de Wasserstein permet de 

▪ comparer des mesures entre elles, avec une 
distance homogène à la métrique de l’espace

▪ calculer des barycentres

▪ Son calcul 

▪ est facile pour les mesures 1D

▪ est complexe dans la plupart des cas

▪ s‘approxime efficacement grâce à l’algorithme 
de Sinkhorn

▪ La librairie POT calcule efficacement le 
transport, les distances et barycentres

Takeaway
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Merci pour votre attention

des questions ?

DST / Séminaire MATD / Introduction au transport optimal

sources, images, crédits : N. Papadakis

G. Peyré

J. Delon

L. Chizat
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